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Dans toute la suite, n désigne un entier strictement positif et X un corps commutatif de carac- 
téristique p éventuellement nulle. Si p = 0, alors À est une extension de Q. Si p est un nombre 
premier, À est une extension du corps F, = Z/pZ. 


1 Définitions 


Définition 1 Le corps de décomposition du polynôme x" — 1 sur K est appelé n-ième corps 
cyclotomique sur K, et noté Y, (K) ou Y,. Les racines du polynôme x" — 1 dans Y, sont 
appelées les n-ièmes racines de l’unité sur K et l’ensemble de ces racines est noté l'h (K) 
ou l'h. 


Si K = R, alors >» (R) = C et l'h (C) = {er JO<k<n— 1} s’interpréte géométriquement 
comme l’ensemble des sommets d’un polygone régulier à n côtés. 


L'ensemble l, est un sous-groupe multiplicatif de (2%, x) puisqu'il contient 1 et que a, be Th 
entraîne ab! € l,. Par conséquent l, sera cyclique comme tout sous-groupe fini du groupe 
multiplicatif d’un corps commutatif. 

D'autre part, le polynôme x” — 1 et son polynôme dérivé nr"! admettent au moins une racine 
commune si et seulement si p divise n. On en déduit que les racines de x” — 1 sont toutes 
distinctes si p ne divise pas n. Par contre, si la caractéristique p divise n, et si l’on pose 
n = p°m avec pgcd (m,p) = 1, on obtient 


at —l=am ll = (r 1)". 


Cela montre que l, (K) = l, (K) et que 2° — 1 possède m racines distinctes, chacune étant 
de multiplicité +. En rappelant qu’un polynôme séparable est un polynôme dont toutes les 


racines sont simples dans son corps de décomposition, on a montré : 
Théorème 1 1) Sip ne divise pas n, alors l est un sous-groupe cyclique d'ordre n de (EF, x), 
et x" — 1 est un polynôme séparable. 
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2) Si p divise n et si l’on note n — p°m avec pgcd(m,p) = 1, alors FT, (K) = ln(K) et 
En (K) = Em(K). Dans ce cas x” — 1 possède m racines distinctes, chacune étant de multi- 
plicité +. 


Pour l’étude de l, (F,) on pourra donc supposer que pgcd (n,p) = 1. 


Définition 2 Soit n un entier non nul et non divisible par p. Un générateur du groupe (Th, X) 
est appelé racine n-ième primitive de l’unité sur K. Le polynôme unitaire Q, dont les 
racines sont les racines primitives n-ièmes de l’unité est appelé polynôme cyclotomique 
d’indice n sur F,. 


Si £ désigne une racine primitive n-ième de l’unité, alors ln = {1,€,...,€"77} et toutes les 
racines primitive n-ièmes de l’unité sont données par £&* avec pgcd (i,n) = 1. On à donc 


QG=. I E=: 


pecd(i,n)=1 


2 Relation fondamentale 
On suppose toujours que n est un entier non nul et non divisible par p. 


Théorème 2 


2—1=][Q(). 


din 


Preuve : Notons toujours l} = ile ; Let l’ensemble des racines de x" — 1. Pour tout 
diviseur d de n, notons Ry l’ensemble des racines d-ièmes primitives de l’unité. On à Ra C l'y, 
et la famille {Ra} din forme une partition de l,. Par suite 


2 —1= [[G@-2=T[I[[[ &-2=[I[oatx).s 
ÀET» din À€ERa din 


Remarque : €] est une racine d-ième primitive de l’unité si et seulement si son ordre multi- 
plicatif w (£/) vaut d. Comme 


: w (£) n 
PS RE VE EE 
Ce) pgcd(j,n)  pgcd(j,n) 
cela équivaut à dire que j appartient à 14 = {j € [0..n — 1] / pgcd(j,n) = %}. Ainsi 
Qa(x) = [[ (x - €) 
jEla 


et {la} forme une partition de [0..n — 1] (si n et m sont deux entiers tels que n < m, on note 
un] =.) 


Corollaire 1 Les polynômes cyclotomiques sur K sont unitaires. Ils appartiennent à Z[x] si 
p = 0, et à F, [x] dans le cas contraire. 


Preuve : Par récurrence sur n. La propriété est triviale si n = 1 puisque Q1 (x) = x — 1. Si la 
propriété est vraie jusqu’au rang n — 1, la formule du Théorème 2 montre immédiatement que 
Qn est unitaire. On peut écrire 


a—1= f(x) Qn(x) oùf(x)= [[ @(. 


din et d£n 


L'hypothèse récurrente montre que le polynôme f (x) appartient à Z{x] ou F, fx] suivant le 
cas, et par conséquent l’unicité du quotient et du reste d’une division euclidienne de polynômes 
implique l’appartenance de Q, (x) à Z [x] ou à F, [x]. En effet, si nous nous plaçons par exemple 
dans le cas de la caractéristique nulle, la division euclidienne de x" — 1 par f(x) dans Z [x] 
(possible puisque f (x) est unitaire) montre l’existence de deux polynômes q (x) et r (x) de Z [x] 
tels que 2° — 1 = f(x)q(x) +r(x) et degr (x) < deg f. Cette égalité polynomiale vraie dans 
Z [x] le sera à fortiori dans », [x] où l’on a déjà x" —1 = f(x) Q, (x). L’unicité du quotient et 
du reste d’une division euclidienne dans », [x] entraîne alors Q, (x) = q(x) € Z[x]. 


æ—1 
æd—1 


Corollaire 2 Q, (x) divise tous les polynômes 
de n. 


où d représente un diviseur de n distinct 


Preuve : Les polynômes Q, (x) et 7 — 1 n’ayant pas de racine commune dans une clôture 
algébrique de K, seront premier entre eux. Il suffit alors de voir que Q, (x) divise le polynôme 


m1 
"—i=( #_1) T 
T T sd] 


et d'appliquer le Théorème de Gauss. = 
Corollaire 3 Sir est un nombre premier, Q, (x) = 2" l+2 24... +x+1. 


Preuve : En effet, 


2 —1=][Q(x) =(&-1)0Q. (x). 
d|r 


Corollaire 4 Sir est un nombre premier et k € N*, 


Que (er) = 2 Ha pat +1 = no 


Preuve : En appliquant deux fois la formule du Théorème 2, 


a —1=Qu(x)x [[ Qu(x) = Qu (x) CR 5: 1) | 


djrk-1 


3 Calcul explicite de Q, (x) 


3.1 Par le Théorème 2 


Théorème 3 Soient m,k € N et r un nombre premier. 
1) 8% ne divise pas m: Que (One) = QT): 
LS r'atisens Qt) = 07%, (GT. 

3) Sir ne divise pas m, 


_ Qm(e”) 
Quark (&) = Que) 


Preuve : 1) Les polynômes des premiers et second membres ont même degré (en effet & (mr) + 
p(m) = ry (m) où y représente la fonction d’Euler) et des racines simples. L'égalité sera donc 
assurée si l’on vérifie que toute racine de Qynr (x) .Qm (x) est aussi une racine de Q,, (x”). Ici : 


£ racine de Qur (x) & € racine primitive (mr) -ième de l’unité 
— €" racine primitive m-ième de l’unité 


= é racine de Qu (x”). 


£ racine de Qm (x) 4 € racine primitive m-ième de l’unité 
— €” racine primitive m-ième de l’unité (car pgcd(r,m) = 1) 
— é racine de Qm (x”). 


2) On applique la même méthode qu’en 1). Les deux polynômes ont même degré, des racines 


1 
simples, et Qmr (6) = 0 entraîne Q,, (£") = 0. 
3) 


k—1 Qm 2 
Qi (2) > Qmt-1 (2°) = 2 > Qnr (27) = er ; 


Exemple : La troisième formule du Théorème 3 permet de calculer explicitement n’importe 
quel polynôme cyclotomique. Par exemple 


Q3.5 (x?) Q3.5 (x°) 
Q:120 (x) — Q2335 (x) = Qs 27) = Q35 (x) 


puis 


x° 10 5 +] 
Qss = El RÉ N  P  S r 


entraînent 


3.2 Par la formule de Moebius 
Définition 3 La fonction de Moebius est la fonction arithmétique u : N* — N définie par 
(1) = Trét 


(n) 0 s'il existe un indice à tel que > 2, 
n) = . 
à (1) sinon, 


oùn = p; ps" représente la décomposition en produits de facteurs premiers de n avec a; > 1 
pour tout 1. 


La fonction de Moebius permet d’inverser certaines relations sommatoires. 


Théorème 4 Formule d’inversion de Moebius 
1) Version additive : Si (G,+) est un groupe additif, et si f et g sont des fonctions de N 
dans G, 


Lio se Eat). 


2) Version multiplicative : Si(G,.) est un groupe multiplicatif, et si f et g sont des fonctions 
de N dans G, 


=I[/(@ 8 70) = T7"). 
din 


Corollaire 5 On suppose pgcd (n,q) = 1. Le polynôme cyclotomique d'indice n sur F, est 
donné par 


=I[ (x - "A 


din 


Preuve : On inverse la formule 4° — 1 = [[ Qa(x) grâce au Théorème de Moëbius et en se 
din 
plaçant dans le groupe multiplicatif des fractions rationnelles F, (x). m 


Exemple : Dans F, et si pgcd (15,q) = 1, on trouve 


Î 
PORT 
8 
en 
| 
= 
Les 6 
= 
TR 
LA 
Sont 


Qu5 (x) 


= (æ—1} (15) (x° he (x ; 1e (xt : D 


Ce nn 


4  Irréductibilité de Q, (x) dans Q {x 


Nous allons prouver l’irréductibilité de Q, sur Q [x] en utilisant la preuve de Landau (1929) que 
l’on peut trouver dans l’article d’Arnaudiès [1]. Cet article contient aussi une preuve directe de 
l'irréductibilité de Q, (x) = x"-1+...+x +1 lorsque r est premier dûe à Kronecker et n’utilisant 
pas le critère d’Eiseinstein. 

La façon classique de montrer l’irréductibilité de Q, consiste d’abord à vérifier que Q, (x) est 
irréductible sur Z [x] si et seulement si Q, (x + 1) l’est, puis à écrire 


Q (x + 1) = CEE x (ee 


pour pouvoir appliquer le critère d’Eiseinstein. Cette preuve et celle du Théorème ci-dessous 
dépend du Lemme suivant : 


Lemme 1 Un polynôme primitif (resp. unitaire) P de Z [x] est irréductible dans Q[x] si et 
seulement si il est irréductible dans Z [x]. 


Théorème 5 Un polynôme cyclotomique sur Q est à coefficients dans Z et irréductible sur Q. 


Preuve : On a déjà prouvé que Q, € Z [x] au Corollaire 1. Soit P (x) = x°+a5 12° 1+...+a0 
un polynôme irréductible unitaire de Z [x] qui divise Q,. Il en existe puisque Z [x] est un anneau 
factoriel et que Q, est unitaire. Soit £ une racine de P. Tout revient à prouver que P (£7) = 0 
pour tout nombre r premier avec n. Cela se fait en trois étapes. 


a) Montrons que l’ensemble Æ des restes modulo P des polynômes P (oP): où k € N, est fini. 
Par division euclidienne 


P (x') = P(x) Qx(x) + Rx (x) avec deg R£ < 8. 


Si n est une racine de P, alors P (n*) = Rx (n). Par division euclidienne 
VkEN k=ng+k! avec 0 < k! <n. 
De nf = n° on déduit Rx(7) = P(n) = P (nf) = Ry(n). Les polynômes À et Ry 


coïncident en chacune des 5 racines distinctes de P. Etant de degré < 5, ils seront égaux et E 
sera inclus dans {Rp (n) /0 <k! <n}. 


b) Montrons l’assertion 


IAEN Vp>A ppremier P(£)=0—= P(&)=0. (+) 


Comme E est fini, il existe un majorant À de toutes les valeurs absolues des coefficients des 
restes À de ÆE. Soit p un nombre premier tel que p > À. On a 


R)(x)= P(x)—(P(x)} (P). 


Si P(x) = Y «x, notons P (x) = Y à;x° le polynôme correspondant de F, [x]. Les égalités 
î î 


Pp 
P(x?) = Dai” = D ir) = (P(x))? 


montrent que P (xP)—(P (x)) € pZ{x]. Comme R, (x) est le reste de la division euclidienne de 
P (x?) —(P(x)}? par le polynôme unitaire P, on déduit R, (x) € pZ [x]. Mais p > Aet R € E 
entraînent À, = 0, d’où P (x?) = P(x)Q, (x). En substituant & à x on obtient P (£?) = 0. 


c) L’assertion (x) se généralise par récurrence pour donner : Si m = pf'...p£" où les entiers 


pi sont premiers et > À, alors P (£) = 0. 


Soit r premier avec n. Posons m=r+n [[ p où P désigne tous les entiers naturels premiers p 
pEP 
inférieurs ou égaux à À et ne divisant pas r. On a &" — £”" et m n’est divisible par aucun des 


entiers premiers p inférieurs strictement à À. D’après ce qui précède P(£7) = P(£") =0.m 


5 Le cas d’un corps fini 


Un polynôme cyclotomique dans F, [x] n’est pas nécessairement irréductible. Par exemple le 
polynôme Q18 (x) = 26 — x +1 € F7 [x] se décompose en 


Qis (x) = (z° + 7x +1) (&* — Ta + 147? — 7x + Ds 
Le Théorème suivant précise la décomposition de Q, (x) en produit de facteurs iréductibles. 


Théorème 6 Supposons que pgcd (n,p) = 1 et appelons m = wh (q) l’ordre multiplicatif de q 
modulo n (i.e. le plus petit entier strictement positif d tel que qgŸ = 1 (n)). 
1) Le n-ième corps cyclotomique Y, sur F, est une extension algébrique simple de F,. On a 
En = Fm = F,(£) pour toute racine primitive n-ième de l’unité £. 

g(n) 


2) Le polynôme cyclotomique Q, (x) s'écrit comme le produit de #2 polynômes irréductibles 


distincts de degrés m, et Y, est le corps de décomposition de l’un quelconque de ces polynômes. 


Preuve : 1) 2, = F,(£) pour toute racine primitive n-ième de l'unité £. L'élément £ est une 
racine primitive n-ième de l’unité si et seulement si c’est un élément d'ordre multiplicatifn dans 
la clôture algébrique de F,. Par suite 


£eFre és 21en|(s-1) 


et cela montre que Fin est le plus petit corps contenant F, et €. 

2) L'égalité F,(£) = Fym montre que le polynôme minimal de £ est de degré m. Comme les 
racines de Q; (x) sont les racines primitives n-ièmes de l’unité, les seuls polynômes irréductibles 
intervenant dans la décomposition de Q, (x) seront ces polynômes minimaux. Ces polynômes 
minimaux seront distincts deux à deux puisque toutes les racines de x” — 1 sont simples. m 


Théorème 7 F, est le (q — 1)-ième corps cyclotomique de n'importe lequel de ses sous-corps. 


Preuve : Soit F; C F, et £ une racine primitive (q — 1)-ième de l’unité. On a £ € F, donc 
F; (6) C Fa, et l'égalité F7 — 1e ee prouve l'inclusion inverse. = 


6 Théorème de Wedderburn 


Théorème 8 Tout corps fini est commutatif. 


Preuve : Soient X un corps fini, Z (K) son centre, et g = #Z(K). On a la tour de corps 
Z(K)CNCK 


où N, = {x € K / ax = xa} est le normalisateur de a. L'ensemble X apparaît comme un Z (K)- 
espace vectoriel et un N,-espace vectoriel à gauche. N, est aussi un Z (K)-espace vectoriel. 
Posons 


= RAR) es EN = IN Es Z (KE). 


On a clairement n = exda, #Na = qe et HK = q". Le groupe G = K* opère sur lui-même par 
conjugaison. L’équation des classes s'écrit : 


HK° = HZ(K")+S HGz (x) 


où Gx = {y € K*/239 € K* y = gxg '} est l'orbite de +. On sait que G; = G/Hz où H, est 
le stabilisateur de x (encore appelé le sous-groupe d’isotropie de x). Ici 


H,={geK"/grg ‘=x\={geK"/gr=xg} = Ni. 


Donc 

ANS gé-1 

La somme (+) porte sur les x € K* qui représentent des orbites distinctes. Comme d, divise n, 
si ma désigne le nombre de termes de la somme tels que HN, = q, la formule (+) devient 


#Gx 


n 


n . d— 1 
d'—1=g FE (æ) 
où D est un sous-ensemble de l’ensemble des diviseurs de n (éventuellement vide). 
n & D sinon il existerait x € K* tel que NT = #K*, ie. NX — K*. Cela équivaut à 
x € Z(K*) et dans ce cas, x a déjà été compté dans #7 (K*). 
Pour démontrer le Théorème, il faut prouver que n = 1. On raisonne par l’absurde : si n > 1 et 
si d € D, alors d|n, d £ n et le Corollaire 2 montre que Q, (x) divise 1, donc Q, (q) divise 


xd—1? 


TT . La formule (&) montre alors que Q, (q) divise q — 1. 
+ 
On à Qh(q) = El (g— E: Si à est premier avec n, on sait que £* est sur le cercle 


pgcd(i,n)=1 
trigonométrique et n’est pas égal à 1. Comme q > 2 (en effetm À contient au moins 0 et 1), on 
déduit 
la— El > la] = 4-1 
d’où |Qh (q)| > q — 1 et la contradiction. m 
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